104 | Nombres premiers Th. fondamental de Monier alg. MPSI
I'arithmétique (Monier p.119) De Biasi
Damphousse
Sorosina alg.

Prérequis:

Arithmétique dans Z (divisibilité, Pgcd, Ppcm, Th.

Bézout, Th. Gauss).
Congruences, Anneaux Z,/nZ.

enéralités.
Def.1: Un élément p de N est dit premier ssi p=2 et:

Vae N, (alp=(a=1loua=p)).

Un entier n>2 non premier est dit composé.
On peut dire qu'un entier relatif n est premier ssi |n|
l'est.

Prop.1: Soient p premier, et a€Z". On a:

pla ou pra=1.

Si un nombre est premier, il est premier avec tous les
nombres qu'il ne divise pas. *'4)

Corollaires:

Si p, q sont deux nombres premiers distincts (positifs),
alors pAag=1.

Si p est premier, il est premier avec tous les entiers non
nuls qui lui sont inférieurs. G4

Prop.2: Soient p premier et n€Z’, Xi,...Xn€Z". On a:

pIHxl.<:>E|i:p|xl.

Cette proposition est le théoéme

d'Euclide".(PAM)

"premier

Décomposition en facteurs premiers.

Exemples: 9100=22,52.7.13, et 1848=23.3.7.11.

Remarque 1: cette décomposition s'appelle aussi
"décomposition primaire".

Remarque 2 ®AM) : L'unicité de cette décomposition ne

va pas de soi; dans l'ens. des entiers pairs,
60=6x10=2x30.

| Corollaire: Tout entier a de Z-{-1;0;1} admet au moins
| un diviseur premier.

| Th.2: L'ensemble des nombres premiers est infini.(1)
Crible d'Eratosthéne G4 : C'est la table des N, par ex.
de 1 2100, ds laquelle on raye ts les multiples de 2, puis
de 3, puis de p premier (a partir de p? avt c'est déja

fait).

2
s

Prop.4: Pged, Ppem. Soit (a,b)e (N—{0;1})

N N
. < *
a:Hpi",b:Hpi“‘, ouNe N,
i=1 i=1

D,»--.» Py sont premiers et deux a deux distincts,

Biyeus by 8p5.05 Sy € N éventuellement nuls.

N N
. _ Min(r;,s;) _ Max(r;,s;)
Ona.a/\b—le. et avb—le. .
i=1 i=l1

Th.1: Décomposition en facteurs premiers.
Tout élément de N-{0;1} admet une décomposition en
facteurs premiers, unique a l'ordre des facteurs pres.

Exemples:

9100 A 1848 =27" =28
9100v 1848 =2°3'5%7".11.13' =600 600

Corollaire: Les lois A et Vv sont distributives 1'une
sur l'autre dans Z".

°Prop.5:
Soient a,be Z'. On a: pged(a,b)x ppecm(a,b) = |ab|
I

Application ®%): Nombre de diviseurs d'un nombre.

Si n=pla' .pz%...pia", les diviseurs de n sont les

termes du développement du produit:

(1+ P +p12 +..+p” )...(1+pi +Pi2+---+[?,-a‘ )
Leur nombreest (1+ ¢, )(1+@,)...(1+ ;).

Exemple ®14); 252=22327 3.3.2=18

diviseurs.

possede

Th.3 ®I2); Petit théoréme de Fermat: (2)

vneN®, Vp premier, n” —nest divisible par p.

Si de plus p ne divise pas n, p divise n’" —1.

Le pt th. de Fermat est une condition nécessaire de
primalité. Il est utilisé pour analyser la décomposition
en facteurs premiers de certains entiers, générer de
grands nombres premiers ou tester la primalité d'un
nombre (cryptographie).

1. I lication x str r
alaébriques.

Prop.3: Soit peEN". Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes:
(i) p estpremier

| (ii) Z/pZ est un corps (commutatif)

| (iii) Z/pZ est un anneau intégre (3)
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°Prop.4 ®1%): A un isomorphisme pres, il n'existe qu'un
seul groupe d'ordre p premier; ce groupe est cyclique et
isomorphe a (Z/pZ, +). (4)

Nombr rticuliers.
On présente ici quelques-unes des catégories de
nombres qui ont été explorées dans la tentative de
mieux comprendre la structure des nombres premiers.

A. Les nombres de Fermat (1607-1665) *'*

Def.2: Les nombres de Fermat sont les

F =2") 41,00 neN.

Exercice: Mq deux nombres de Fermat distincts sont
premiers entre eux. (5)

Fermat croyait ces nombres tous premiers, mais Euler a
montré que Fs est divisible par 641.

B. Les nombres de Mersenne (1588-1648) °'*

Def.3: Les nombres de Mersenne sont les

M, = 27 —1 estappelé nbre de Mersenne d'indice p.

Mersenne croyait ces nombres premiers pour
DE{2:3:5;7:13,17:19,31,67;127:257} et composés pour
les autres p premiers <257. Or Ms;, Mgy, Mip; sont
premiers et Ms7 et Mzs57 ne le sont pas.

La recherche des M, premiers est un probléeme ouvert.

C. Les nombres parfaits "

Def.4: neN” est dit parfait s'il est égal a la somme de ses
diviseurs stricts.

Exemples: 6=14+24+3 ; 28=14+2+4+7+14.

Prop.5*: Les nombres parfaits pairs sont les nombres
d'Euclide Ep =20 (2” —1),01‘1 pet 2”7 —1 sont

premiers.(6) (Euler)
A ce jour, on ignore si les nombres parfaits impairs
existent.

Notes.

Pierre Damphousse, (B.U. Ref:511DAM).
°Modifs /ordre du bouquin.

(1)Infinitude des nombres premiers; démo "classique”
prise dans le Sorosina algebre p.40.

- Par l'absurde, supposer 1'ensemble ] des nombres
premiers infini.

- Poser n=Card(]), {p1,--pn} =], et introduire:

N:1+I£Ipl..
i=1

-> Considérer p un facteur premier de N, justifier que:

p | N—le., i.e. p|1, et conclure: p=1, donc N=1,
i=1
contradiction.

(2)Petit théoreme de Fermat (B14): Soient p premier et

ke Hl;p—l]].On sait que :

C = p(p—D..(p—k+1)
- k! ’

qui représente le nbre combinaisons de p éléments

(parties a p élts) parmi n, est entier. Donc k! divise Cp .

Pour k<p, tous les facteurs de k! sont <p, et donc sont
premiers avec p puisque p est premier. Donc k! est
premier avec p.

ke
Ainsi "=kl (p-D.(p—k+]),
k'Ap=1
donc (p-1)...(p-k+1)=AKk!, et par suite :
ko _ . ko
C, =Ap,Ae N ,ie. C, =00pl.

Alors Va,b€EN,
P
P _ k _kyn—k _ 0 _
(a+b)" = kz_o C,a'b" =Cb" +C’a" =a” +b"[p]

Par récurrence,VneN®,
P p p
(a,+..+a ) =a’+..+a'[p].

o . . ,
Pour a=..=a =1, il vient n” =n[p],

ie. n”—n=l1[p]l,ien” —nest divisible par bp.

Ona donc pln(np_l—l),etsi pln, pln”_l—l.

(3)Z/pZ corps BM) : C'est un anneau; Elts inversibles?
a+0 inversible ssi 3 a_' tq E.a_' = i ,
i.e. Ela_' tq aTlt' :i, ie. Ja'€ZkeZ tq: aa'=1-kp,
ie. 3a'€ZKkeZ tq. aa'+kp=1, i.e. (Bézout) an p=1.
Finalement, a non nul inversible & aA p = 1.

Ainsi ts les élts non nuls sont inversibles (corps) ssi p
est premier.

(4)Groupe d'ordre p GY:Soit G d'ordre premier p,
I'ordre de ses sg divise p, donc ses sg sont {e} ou G.
En particulier l'ordre de tt élt de G (ordre du sg
engendré) est 1 ou p, donc si geG-{e}, alors G=<g>.
Donc G est cyclique et par suite isomorphe a Z/pZ.

(5)Deux nombres de Fermat sont premiers entre
eux(BIA);

Soient F, et Fnyk Poser X = 2% ,alors =X +1 et

F =X® +1.D'ou:

n+k
Em—k _2 = XZk _1

3

S(X DX X e X oo
ou le second facteur est un entier. Donc F |F_ —2.

Par suite, toout diviseur de F, et de Fu+k est un diviseur
de 2; or F, et Fnx sont impairs par construction, donc

ce diviseur commun a Fy et Fhicest1,ie. F AF | =1
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(6) Nombres parfaits (PAM) /(BIA);

Attention, un nombre parfait est égal au DOUBLE de la
somme de ses diviseurs (il est égal a leur somme simple
si on exclut le nbre lui-méme de la liste des diviseurs).
(<) Onnote o = somme des diviseurs.

a(27(2 -1)) =0 ) o2 -1” =2".(2" -1) (1):
somme d'une série géom. (2): premier par hyp.
(=>)Soit P nbre parfait pair, par ex. P =2""q, avec q
impair (donc n>1). 21 et q sont premiers entre eux,
donc 0(2'¢) =02 " o(@)=2" -Do(q) (@)
Or 2r1q est parfait donc 0'(2"’1q) =2P=2"¢q (a).

Ainsi (2" —1).6(61) = 2:.61, donc (2" —l) lq,
\fﬁrf—’ pair
impair
ie. IreN/qg=(2"-1)r, ie g+r=2"r, do
| —

|
) )

q est un diviseur de q, et d'apres (b), r aussi, donc o(q) 2 g+ 7r;

Donc (2'-1).0(q) 2 (2" ~1)(g+r) =(2"-1)2'r=2"¢
(€) —— —— (b)

= 0'(2"’161) = (2" —l).O'(q), ainsi la 1° inég. est une =,
(a) (a')

ie. (2'-1).0(@=(2"-1) g+ => 0@ =q+r;

ainsi q et r sont les seuls diviseurs de g, or un nombre
admet au moins ses diviseurs propres, donc r=1.
Finalement, q n'dmet pour diviseurs que 1 et lui-méme,
donc q est premier. De plus, (b) = q=(2"-1) premier.
On a posé au départ P=2mr1q,

donc P=2r1(2r-1), avec (2"-1) premier ; vu la def® des
nombres d'Euclide, il reste a montrer que n est premier.
On a (2n-1) premier. Si n est composé, n=ab, il vient:
2n-1 = 2ab-] = (22)b-1 = (2a-1).[(22)b14(22)b24.. +1],
et cette factorisation contredit (27-1) premier,
ce qui achéve la démonstration.



